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INTRODUCTION

Dans I'Andalus et le Maghreb des IX°-XV* siécles, les activités qui cnncernent les
nombres ont été un prolongement des différentes pratiques arithmétiques de I'Orient'. 11 est
donc nécessaire de rappeler brievement ce que l'on sait aujourdhui des sources de
l'arithmétique arabe —appelée, a I'époque, "Science du nombre"- et des principales
orientations qui se sont dessinées, 4 partir du IXe siécle, dans le cadre de cette discipline ou
en dehors d'elle.

Comme pour la médecine, I’astronomie et le calcul, I"arithmétique a connu deux types de
pratiques issues de deux traditions distinctes. L'une d'elles, la plus connue, est celle qui s'est
nourrie de textes anciens, soit directement, soit par l'intermédiaire des traductions au
syriaque et au persan, puis a l'arabe. Ces pratiques constituent le « savoir savant ». L'autre,
beaucoup moins connue, est celle qui existait, dans chacun de ces domaines, avant la
naissance et le développement du phénomeéne des traductions. Il s'agit de l'ensemble des
procédés et des connaissances héritées des pratiques antérieures et qui constituaient le
« savoir traditionnel ». Ce savoir permettait d'avoir des réponses plus ou moins satisfaisantes
aux problémes posés, sans accompagnements théoriques ni justifications répondant a des
critéres précis. Mais contrairement aux pratiques "populaires” des autres disciplines, celles
de I’arithmétique qui appartiennent a ce fond n'ont rien "d'utilitaire" dans la mesure ot elles
ne sont constituées (tout au moins pour celles qui nous sont parvenues) que de problémes
ludiques ou ayant cette apparence. On trouve généralement ces problémes regroupés sous
une rubrique intitulée "les nombres pensés". On y apprend a "deviner", aprés une suite
d'opérations arithmétiques exécutées mentalement, ce qui a été pensé par la personne
interrogée et qui est encore inconnu du calculateur. Des procédés semblables permettent de
deviner le nom d'une personne présente ou de retrouver un objet caché’.

- Des pratiques numériques existaient bien sir en Méditerranée Occidentale avant l'avénement de I'Islam.
Mais elles ont concerné le caleul, a travers ses différents supports : digital, mental, calcul de 'abaque et calcul

riimT utilisant 27 symboles. Sur ce dernier procédé qui a résisté plus longtemps a lavénement du systéme
décimal positionnel, voir Y. Guergour : Les différents systémes de numérotation au Maghreb a lépogue
ottomane  l'exemple des chiffres riimi, Actes du XX® Congrés International d'Histoire des Sciences (Liége, 20-
26 juillet 1997), Volume VI, Science, Technofogie and Industry in the ottoman World, A. Djebbar, E.
Thsanoglu & F, Giinergun (édit.), Bruxelles, Brepols, 2000, pp. 67-74.

i, L'expression arabe utilisée dans les plus anciens textes qui nous sont parvenus est a ‘ddd mudmara, c'est i
dire nombres cachés sous entendu dans la pensée (et non encore divulgués i 'aunditoire).

¥ - Les pratiques mathématiques a caractére ludique ne se sont pas limitées au domaine de I'arithmétique. Dans
le chapitre du calcul, on trouve également un ensemble de problémes récréatifs utilisant des algorithmes
classiques. Voir H. Hermelink : drabic Recreational Mathematics as a Mirror of Age-Old Cultural Relations
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Quant 2 la seconde source, celle des écrits anciens qui vont bénéficier des traductions en
arabe, clle se limite exclusivement & I'héritage grec et plus précisément & trois ouvrages : les
Eléments d'Euclide (I1I° s. av. ].-C.), I'Introduction arithmétique de Nicomaque (II° s. ap. J.-
C.) et une partie des Arithmétiques de Diophante (IV* s, ap. J.-C.). Le premier a bénéficié
d'au moins trois traductions® mais, contrairement aux autres chapitres du traité, ceux qui ¥
sont consacrés a I'Arithmétique, c'est a dire les Livres VII, VIIT et IX, n'ont pas fait, a notre
connaissance, l'objet de commentaires spécifiques de la part des mathématiciens d'Orient’.

Le second ouvrage a été traduit deux fois en arabe, d'abord par Habib Ibn Bahriz (vin®-1x° s.)
puis par Thabit Ibn Qurra (1X* s.)% 11 a également bénéficié de commentaires et de rédactions
abrégées, comme les écrits d'al-KindT (m. 873), d'as-SarakhsT (X®s.) et d'un anonyme du XI°

siecle’. Le troisiéme ouvrage a été traduit en arabe, partiellement, par Qusta Ibn Luga (m.
910), beaucoup plus tard que les deux autres, et nous ne savons toujours pas si cette
traduction (qui nous est parvenue sous le titre de "Livre sur l'art de l'algébre de Diophante")
a circulé en Occident musulman®,

L'ARITHMETIQUE LUDIQUE

A partir des deux fonds bien distincts qui viennent d'étre évoqués, les préoccupations et les
activités arithmétiques arabes ont emprunté plusieurs voies. La premiére a été celle d'un
regain d'intérét pour les jeux arithmétiques avec, dés le IX" siécle, la publication d'épitres

Between Eastern and Western Civilizations, Actes du Premier Colloque International d'Histoire des Sciences
Arabes (Alep, 5-12 Avril 1976), Alep, 1977, Vol. 11, pp. 44-52; A. Djebbar : Matériaux pour I'étude des
probiémes récréatifs de la tradition arabe, Université d'été de Nantes, 12-13 juillet 1997. Ce chapitre a été
inséré dans A. Djebbar : Les mathématiques arabes par les textes, Paris, Editions Ellipses. A paraitre.

* _ Deux traductions par al-Hajjaj et une troisiéme par Ishiiq Ibn Hunayn, révisée par Thabit Ibn Qurra. Voir A.
Dijebbar : Quelques commentaires sur les versions arabes des Eléments d'Euclide et sur lewr transmission a
Pccident poasulman, Actes du Colloque International “Mathematische Probleme im Mitelalter, der
lateinische und arabische Sprachbereich” (Wiolfenbintel, 18-22 Juin 19903, M. Folkerts (¢dit.), Wieshaden,
Harrassowitz Verlag, 1996, pp. 21-114.

5 . Mais leur contenu est expliqué, discuté, ou rééerit (au méme titre que le contenu des autres livres) dans les
nombreux commentaires qui ont été consacrés aux Eléments entre le 1X° et le XIV* siécle.

5 La traduction de Habib Ibn Bahriz a été faite (4 la fin du VIII® ou au début du IX") & partir d'une version
syriaque. Pour plus de détails, voir F. Sezgin : Geschichte des arabischen Schrifttums, vol. V., Leiden, Brill,
1974, pp. 164-166. Pour la traduction de Thabit Ibn Qurra, voir W. Kutsch : Kitab al-Mudkhal ila film al-
‘adad [Le livre introductif 4 la science du nombre], Beyrouth, 195 8.

7. AlKindi : Kitab al-mudkhal ild I- ‘adad [Le livre introductif au nombre]; As-Sarakhsi : Kitab al-arithmarrqt

¥ l-a‘dad wa l-mugabala [Le livee de I'Arithmétique sur les nombres et la comparaison]; Anonyme : [khtisar

Kitab al-Arithmarigr [Labrégé du Livre de I’ Arithmétique], Ms. Rabat Hasaniya n® 4585. Pour le contenu de
ce dernier écrit, voir A. Djebbar : La tradition néo-pythagoricienne arabe & travers un écrit anonyme du XTI
siécle, & paraitre. Sur certains aspects de la circulation de PIntroduction Arithmétique de Nicomaque, voir 5.
Brentjes : La transmission arabe de 'lntroduction Arithmétique dans des (ravaux non mathématiques au cours
du IX° sidcle, Actes du 3° Collogque Maghrébin sur 'Histoire des Mathématiques Arabes (Tipaza 1-3 décembre
1990), Alger, 1998, partie I, pp. 23-29,

% _ 1. Sesiano : The Arabic Text of Books IV io VII of Dophantus' Arithmetica in the transiation of Qusta ibn
Liga, New York, Springer Verlag, 1981; Diophante : Les Arithmétiques, R. Rashed (édit. et trad.), Paris, les
Belles Lettres, 1984.
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consacrées enticrement ou partiellement a ces problémes, comme celle du philosophe al-
Kindt (m. vers 873)° et celle d'al-Antaki (X s.)'".

Une partie de ces jeux a également constitué un chapitre ou une section de certains ouvrages
de calcul publiés en Orient. Parmi les écrits qui les contiennent sous cette forme, on peut
citer, pour le XI siécle, la Takmila fi I-hisab [La complétion en calcul] d'al-Baghdadt (m.
1037)"" et le Fakhrr d'al-Karaji (m. 1029)'%; pour le XIII® siécle, la “Umdat al-hussab [La
référence des calculateurs] d'az-Zinjant (m. 1257) et, pour le XIV® siécle, la Ma Sina [Le
soutien] d'Tbn al-Ha'im (m. 1412).

Il est intéressant de découvrir, dans le lot de ces jeux arithmétiques, des variantes du
probléme des restes présentés tantdt sous forme de recherche d'un nombre pensé, tantdt sous
forme abstraite consistant & déterminer un nombre dont les restes de sa division par certains
nombres sont donnés. Les solutions exposées dans les livres de calcul se réduisent & une
succession d'opérations, sans qu'aucune d'elle ne soit justifiée ou simplement commentée.
Mais, il semble que c'est a partir de ce fond que des recherches théoriques ont été réalisées,
comme le suggére une étude d'Ibn al-Haytham (m. 1041)",

Nous ne savons pas comment ces problémes ont circulé d'Orient en Occident mais on en
retrouve quelques spécimens (avec parfois des méthodes de résolution identiques) dans un

ouvrage maghrébin peu connu, le Talgith al-afkar [La fécondation des esprits] d'Ibn al-
Yasamin (m. 1204). L'auteur qui a, semble-t-il, bénéficié d'une formation supérieure a

Séville, expose dans son ouvrage des procédés pour déterminer un, deux ou trois nombres
pensés (en étendant le procédé aux nombres fractionnaires). Avec ces mémes procédés, il
montre comment trouver un ou deux objets cachés'’. Comme d'autres parties du livre le

suggerent, certains problémes exposés dans le chapitre du Talgih al-afkdr sur les "nombres

pensés” semblent avoir été empruntés a des ouvrages arabes d'Orient. Mais d'autres n'ont pas
d'équivalents dans les écrits orientaux connus, Il est tout a fait possible, compte tenu de la

place de Séville dans la formation scientifique d'Ibn al-Yasamin, que ce dernier, qui ne

revendique aucun des procédés exposés ait repris des problémes résolus par des
mathématiciens d'al-Andalus.

* - AlKindt : Risala ft istikhraj al-a ‘dad al-mudmara, [Epitre sur la détermination des nombres pensés], Ms.
Istanbul, Ava Sofya, n® 4830, ff. 81a-86a.

" o Al-Antakt : Risald ff istikhrdj al-a ‘dad al-mudmara [Epitre sur la détermination des nombres pensés], Ms.
Istanbul, Aya Sofia, n® 4830, ff. 35b-36b. Pour une édition et une analyse du contenu des épitres d al-Kindf et
d’al-Antaki, voir A. Djebbar : L'arithmétique Indigue aux IX-XT siéeles. A paraitre,

"'- A.'S. Saidan : Al-Baghdadt, ar-Takmila ft I-hisab [La complétion en calcul], Koweit, 1985, pp. 291-296.

. A. S, Saidan : History of Algebra in Medieval Islam, A Comparative Study, Part I, Algebra in Eastern Islam,
Koweit, 1985, vol. I, pp. 223-224,

" - Ibn al-Haytham : Qaw! f istikhraj mas'ala ‘adadiya [Propos sur la résolution d'un probléme numérique],
Ms. India Office Library, Loth 734, f. 121. Voir E. Weidemann : Aufigize zur Arabischen
Wissenschaflsgeschichte, Olms, 1970, Vol. I, pp. 529-531; Vol. II, p. 756; R. Rashed : Entre arithmétique et
algébre, Paris, Les Belles Lettres, 1984, pp, 238-243,

" - Sur certains aspects des nombres pensés dans la tradition maghrébine, voir A. Bouzari 1 Procédures et
cirenlation des nombres pensés entre I'Orient et I'Occident musulmans, Actes du Colloque International « De
la Chine a I'Occitanie, chemins entre arithmétique et algébre » (Toulouse, 22-24 septembre 2000). A paraitre.
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L'ARITHMETIQUE THEORIQUE

La seconde voie mathématique est celle des études théoriques sur les nombres. Dans
I'état actuel de nos connaissances, on peut distinguer dans ce domaine trois orientations
distinctes prolongeant les traductions et les premiers commentaires réalisés sur les ouvrages
arithmétiques grecs que nous venons d'évoquer.

L'Arithmétique néopythagoricienne

La premiére orientation de la tradition arithmétique arabe concerne les suites et les séries
numériques finies. Elle a commencé par I'étude des suites arithmétiques et géométriques et
elle s’est poursuivie par celles d’autres séries d'entiers fournies par le tableau des nombres
figurés que les mathématiciens ont découvert dans les traductions arabes de [ 'Introduction
arithmétique de Nicomagque'”,

Tableau des nombres figurés

Cités 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Trigones 1 3 6 10 15 21 28 36 45 | 55
Tétragones 1 4 9 16 25 i6 | 49 64 81 | 100
Pentagones 1 5 12 22 35 51 70 92 | 117 | 145
Hexagones 1 6 15 | 28 | 45 | 66 | 91 | 120 | 153 | 190
Heptagones | | 7 18 | 34 | 55 | 81 | 112 | 148 | 189 | 235
Octogones 1 3 21 40 65 96 | 133 | 176 | 225 | 280
Ennéagones | | 9 24 46 75 | 111 | 154 | 204 | 261 | 325
Décagones | 1 10 | 27 | 52 | 85 | 126 | 175 | 232 | 297 | 370

En Orient, cet intérét pour les nombres figurés est confirmé, au X° siécle, par les écrits
mathématiques d’al-Antakt et d’Ibn Sina (m. 1037) et par I’évocation de I'encyclopédiste
Abi “Abdallah al-Khwarizmi'®. Mais, la matiére de ces ouvrages ne permet pas de

reconstituer les débuts et les premiers développements des recherches entreprises. On sait
seulement qu’au centre de |'empire musulman cette tradition s’est maintenue dans
I"enseignement tout au long des siécles suivants, comme en témoignent les écrits d’al-

% . 8i P,(n) est le nombre qui se trouve 4 I'intersection de la (m-1)*™ ligne et de la n*™ colonne, il est donné
par les formules suivantes : Py(n} = n + Ps(n-1) ; Py(n) = Ps(n-1) + P, (n) pour m=4 et n=2. Sur le plan
géométrique, P(n) correspond au polygone & m cités, chaque cité étant constitué de n points.

"o Al-Antaki (G.AS., V, p. 30) a éerit Kitab tafstr al-Arithmatigr [Livre sur le commentaire de I* Arithmétique]
qui est bien un commentaire de /'fniroduction Arithmétigue de Nicomaque. Seule la troisiéme partie nous est
parvenue (ms. Ankara Saip 5311, ff. 1b-36a). Ibn Sind : Kitab ash-Shifa, al-Arithmdtigr [Livre de la guérison,
I’ Arithmétique], édition A.L. Muzhir, Le Caire 1975, pp. 53-61; al-Khwirizm( : Kitgh Mafatih al- Ulam [Livre
des clefs des sciences], édition G, Van Vloten, 1895, réédition E.J. Brill, 1968, pp. 188-191,
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Baghadadi au XI° siécle, d’at-Tanniikhi ou d’Ibn al-Ha’'im au XIV® et d’Ibn al-Majdt au
X‘Ucl?_

En ce qui concerne I'Occident musulman, les traces les plus anciennes qui nous soient
parvenues se trouvent dans une paraphrase de ['Imtroduction arithmétigue de Nicomaque
attribuée a Rabt® Ibn Yahya al-Usquf (X s.) qui aurait été évéque d'Elvira en Espagne’s. Sur
le XI° siécle, d’autres informations nous sont fournies par Ibn Mun®im (m. 1228) dans son
Figh al-hisab [La science du calcul]'. En préambule a la section intitulée La neuviéme

espéce sur les figures numérigues, cet auteur donne des informations trés utiles sur sa
contribution personnelle et sur celles de mathématiciens andalous des XI*-XII**’. Nous
apprenons ainsi que le théme des nombres figurés a été longuement traité par les
arithméticiens avant lui qui auraient réalisé des travaux originaux dans ce domaine®', A cette
occasion, deux auteurs nous sont cités : Ibn Sayyid, le géométre du XI® siécle™ et “Abd al-

Haqq Ibn Tahir, probablement du XI1° sigcle.

Quant au contenu du chapitre du Figh al-hisab consacré aux nombres figurés, il est dans la

continuité des études antérieures connues : détermination des €éléments d'une ligne ou d’une
colonne, calcul du c6té d’une figure connaissant sa valeur, étude des séries arithmétiques
obtenues en sommant les éléments de chaque ligne, calcul des sommes des polygones pairs
ou impairs de chague espéce en tenant compte de la parité du nombre de leurs cotés.

Mais I'intérét de ce chapitre d’Ibn Mun®im est essentiellement dans les démarches utilisés
pour établir les résultats. En effet, sur le plan technique, il faut signaler I’introduction de
I"algebre dans la résolution d’un probléme arithmétique qui aboutit & une équation du second
degré™, la manipulation de suites arithmétiques dont les raisons sont des polyndmes en » et

. Al-Baghdadi: Kitab a-Takmila ff I-hisab [Livre de la complétion sur le caleul], A. S. Saidan
(edit.}, Koweit, 1985, pp. 185-189; A.S. Saidan : NMumber theory and series summations in two arabic texts,
Proceedings of the first international symposium for the history of arabic science (Avril, 5-12, 1976), Alep,
LH.AS, 1978, vol. 11, pp. 155-138; At-Tann0khi : Kitdb ft Tlm al- ‘adad [Livre sur la science du nombre], ms.

Ankara Saip 3311, ff. 50a-52b ; Vatican 317/1°, . 76b-77b; lbn al-Ha'im : al~Ma %ina [Le soutien], ms. Tunis

8918, ff. 19a-21b; Ibn al-Majdt : Hawr [-Lubdb [Le recueil de la moelle], ms. Brit. Mus. Add. 7469, ff. 21b-
20a,
'S Selon Steinschneider, ce livre est une paraphrase (mais un commentaire selon Renan) de ['Introduction
Arithmétigue de Nicomaque. Il a été traduit en hébreu par Kalonymos ibn Kalonymos en 1316-17. Voir M.
Steinschneider : Marhematik bei den Juden, 1893-99, réédition Georg Olms Verlag, 1964, p. 125 et E. Renan :
Les écrivains juifs frangais du XTIV sigcle, Paris, 1893, p. 436.
A, Djebbar : L'analyse combinatoire an Maghreb ;. Uexemple d'lbn Munim (XIF-XUF) sidécle, Paris,
Université Paris-Sud, Publications mathématiques d"Orsay, 1985, n® 85-01,
#. Ibn Mun®im : Figh al-hisab [La science du caleul], Ms. Rabat B. G. n® 416 @, pp. 297-315. Le préambule
est entre p. 297, ligne 27 et p. 298, ligne 19,
" Woici ce qu'en dit Ibn Mun®im (Figh ai-hisdb, op. cit. pp. 297-298) :
Lorsque j'ai eu I'idée de rédiger, pour mon livre, cette partie sur les figures numériques, j*ai étudié les
propos des Arithméticiens et j'ai vu que leur livres traitaient longuement ce sujet.
“_ Sur I'importance d'Ibn Sayyid comme géométre, voir A. Djebbar : Deux mathématiciens peu connus de
Espagne du XI° siécle: al-Mu'taman et Tbn Sayyid, M. Folkerts & J.P. Hogendijk (édit.) : Vestigia
Mathematica, Studies in medieval and early modern mathematics in honour of H.L.L. Busard, Amsterdam-
Atlanta, GA 1993, pp. 79-91.
* - On retrouve une démarche identique chez le mathématicien d'Orient al-Farist (m. vers 1320) dans son étude
sur les nombres premiers. Voir R. Rashed : Entre arithmétique et algébre, op. cit., p. 283.



308 DU NOMBRE PENSE A LA PENSEE DU NOMBRE

enfin, I"utilisation de tableaux pour écrire des expressions polynomiales en n, 4 la maniére
des algébristes orientaux du XII° si¢cle®. Dans le méme temps, on remarque, dans son
exposé, la persistance du vocabulaire géométrique nriginel dans les définitions et dans la
description de certaines propriétés des nombres figurés™.

Sur le plan du raisonnement, on observe le souci d’Ibn Mun®im d’éviter, chaque fois que
cela lui est possible, d’établir ses résultats par induction. Il s’efforce d’utiliser I’analyse et la
synthése comme méthode de démonstration et, comme outils intermédiaires, des

propositions établies selon ce procédé et empruntées aux Eléments d’Euclide ou au Kitah al-

Istikmal [Le livre de la complétion] d’al-Mu’taman (m. 1085, Ce souci de rigueur va
d’ailleurs I'amener & établir, dans la huitiéme espéce de son livre, une série de propositions
conc'en;gant la sommation de nouvelles sous-suites de la suite des entiers ainsi que de leurs
carres” .

Aprés le XII° siécle, 'ouvrage d'Ibn Mun®im a dii vraisemblablement fait 1’objet d’étude
comme le laisse supposer la contribution d’lbn al-Bannd’ (m. 1321) dans son Raf* al-hijab

[Le lever du voile]*. Comparé 4 celui d’Ibn Mun®im, I'exposé d’Ibn al-Banna apparait a la

fois comme un résumé et un complément. En effet, la partie originale du Figh al-hisab, ¢’est

a dire celle qui concerne les sous-suites de nombres-polygones, disparait totalement,
probablement a cause de sa longueur et de son « peu d'utilité », comme le pensait Ibn al-

Banna' & propos d’autres questions théoriques™. Mais, elle est remplacée par une analyse

originale d'une partie du tableau des nombres figurés. En effet, on y trouve une tentative de
rattacher, par lintermédiaire du tableau de Nicomaque, le chapitre naissant de la

combinatoire 4 celui, bien classique, de la théorie des nombres™. Par ailleurs, Ibn al-Banna

*. Ibn Mun‘im donne sept tableaux permettant d’avoir I'expression de ces sommes. Voir Ibn Mun®im : Figh
en-hisab, op. cit. p. 309,
. Ibn Mun®im utilise les termes suivants: nombre ligne, nombre plan, nombre solide, cbté, triangle
équilatéral, figure équilatérale, figure tronquée, gnomon.
. Dans son préambule 4 la 8¢ espéce, Ibn Mun®im dit {Figh al-hisab, op. cit. p. 256) :
Il est nécessaire, pour celui qui veut étudier cette partie, de connaitre d'abord la premiére espéce du
premier genre du livre d’al-Mu’taman, [car] sans cela, le livre d’Euclide n’est pas suffisant pour celui
qui veut étudier cette partie.
Au sujet d’al-Mu'taman, voir A. Djebbar : Deux mathématiciens peu connus de I'Espagne du XI° sigcle : al-
Mu'taman et Ibn Sayyid, op. cit. ; J. P. Hogendijk : Discovery of an 11th century geometrical compilation : The
Istikmal of Yosuf al-Mu'taman Ibn Hod, King of Saragossa, Historia Mathematica 13 (1986), 43-52. Pour le

contenu de la partie arithmétique du Kigh al-istikmal d’al-Mu’taman, voir A, Djebbar: Les livres
arithmétiques des Eléments d'Euclide dans une rédaction du XI° siécle ; le Kitab al-istikmal d'al-Mu'taman {m.
1085), Luwll, Saragosse, Vol. 22, n® 45 (1999), pp. 589-653.

- Tbn Mun®im, Figh al-hisab, op. cit. pp.255-297.

*- A. Djebbar : Enseignement et recherche mathématiques dans le Maghreb des XIF-XIIF', Paris, Université
Paris-Sud, Publications mathématiques d'Orsay, 1980, n° §1-02, pp. 76-89.

¥. M. Aballagh : Raf* al-hijab d'fbn al-Banng, Thése de Doctorat, Université de Paris I-Pantheon-Sorbonne,
1988, p. 543.

* - Sur les contributions d'Tbn Mun®im et d'Tbn al-Banna en combinatoire, voir A. Djebbar ; Enseignement ef
Recherche mathématiques dans le Maghreb des XIIF-XTV® siécles, Paris, Université Paris-Sud, Publications
Mathématiques d'Orsay, 1980, n® 81-02, pp. 55-112; A. Djebbar : L'analyse combinatoire au Maghreb
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réhabilite, dans ce chapitre du Raf™ al-hijab, le raisonnement inductif puisque, a I'inverse
d’Ibn Mun®im, il utilise les propriétés du tableau (toutes obtenues par induction) pour
calculer certaines séries numériques”'.

Au XIV® siecle, on trouve des références précises aux nombres figurés chez Ibn
Haydar (m. 1413), un commentateur de "dbrégé du calcul d'Ibn al-Banna. D'ailleurs le fait
d'en trouver également une évocation rapide dans un ouvrage non mathématique, comme les
Prolégomeénes d’lbn Khaldan (m. 1406), laisse supposer qu'a son époque ce sujet était
encore enseigné par les professeurs de mathématique du Maghreb™. Mais les commentateurs
d’Ibn al-Bannd’, qui sont aussi les principaux mathématiciens maghrébins des XIV®-XV*
siécles (4 I'exception d'Ibn al-MajdT qui est égyptien), se sont contentés de paraphraser le

chapitre sur les nombres figurés du Raf* al-hijab, ou bien ils ont tout simplement abandonné
le sujet™.

Pour conclure, il faut observer que les contributions a I’étude des nombres figurés que nous
avons évoquées, ne représentent qu'une partie de ce qui a pu étre produit dans le
prolongement de !'Infroduction Arithmétique de Nicomaque. C’est ce qui ressort clairement
du préambule d’lbn Mun‘im & la neuviéme espéce de son livre’’. On peut donc
raisonnablement penser que, sur le plan de la recherche, les mathématiciens andalous se sont
posé des problémes nouveaux en partant des acquis de la tradition grecque et des
contributions arabes d’Orient dont il nous reste quelques traces chez Ibn STna*’. Les résultats

repraduits par Ibn Simak al-Umawf (c.a. 1353), un mathématicien d'origine andalouse ayant

enseigné a Damas, pourraient étre les témoins d'une activité originale bien antérieure™.

lexemple d'fbn Munim (XIF-XIT siécles), Paris, Université Paris-Sud, Publications Mathématiques d'Orsay,
1985, n° §5-01.

I~ Pp(n) étant le nombre-polygone & m cétés, chaque cété étant de longueur n, on a :

1+3+_ . +2n—1=P{I)+..+Py(2n—1)

2+4+ _+2In=Pyl)+ .. +Py(2n)

P+ 2%+ .+ n° = Py(1) + ... + Py(n)

P+ 30+ (20 - 1) = (Po(n)Y

On trouve également, dans le Raf™ al-Hijdb, I"étude des suites de.terme généra]% ) et de raison “2—_!- (sin

m—2 (si m est fixe et n variable), Voir A. Djebbar, Enseignement et

2

est fixe et m variable) ou de raison

recherche..., op. cit., pp. 90-93.

- Ibn Khaldan : al-Mugaddima [Lintroduction], Dar al-Kitab, Beyrouth 1967, pp. 895 et $97.

. Ibn Haydar traite longuement le sujet dans Tuhfar ar-rullah [La parure des étudiants) (ms. Vatican, Or 1403,
ff. 38b-48a) et dans a-Tambhiy (ms. Rabat al-Hasaniya n®252, pp. 99-107). Ibn al-Majdr en fait de méme dans
son Hawl [-lubdb (op.cit.). Par contre, Ibn Ghazt, Ibn Zakariva', Ibn Qunfudh, al-Huw3rl et al-"Ugbant ne
disent rien sur le sujet,

™ . Ibn Mun®im, Figh ai-hisah, op. cit., pp. 297-298.

. En particulier la recherche des nombres polvgones vérifiant © Po() = P_{n") ; m # m’ et n # n’ et la relation
entre nombres parfaits et nombres-polygones. Voir Tbn STnd : Kitdb ash-Shifa, al-Arithmatti, op. cit. pp. 56-
57

*. A, S. Saidan : Mardsim al-intisab ¥ ma“@lim al-hisab [Les marques de I'adhésion dans les signes du calcul],

Alep, LH.AS., . On y trouve |'expression des sommes suivantes :
12+  +{n=1)=n
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Le second chapitre oll ont €té manipulées des suites d’entiers est celui du calcul des séries
finies qui ne découlent pas du tableau des nombres figurés. Ibn Mun®im en traite longuement
dans une section indépendante intitulée « Les nombres successifs, leurs propriétés selon leur
ordre naturel et la sommation de leurs espéces de pairs -comme les pairement-pairs, les
pairement-impairs et les pairements-pairs-impairs-, de leurs impairs, des carrés de tout cela
et de leurs cubes »''. Comme son titre I"indique, cette section est une extension de certains
résultats, bien connus a I'époque, aux suites d’entiers pairs selon les définitions de
Nicomaque. Mais, 13 aussi, I'intérét de cette contribution est moins dans les résultats que
dans la démarche de I'auteur. En effet, s'écartant délibérément de ses prédécesseurs qui
avaient démontré les propositions arithmétiques a 1’aide du raisonnement inductif, Ibn
Mun®im s’efforce, sans réussir complétement d’ailleurs, de n’utiliser que le raisonnement
par analyse et par synthése. En adoptant cette démarche, il ne fait qu'appliquer ce qu’aurait

dit al-Mu’taman (qui est souvent cité dans le Figh al-hisah)

La justification démonstrative d'une chose cherchée a lieu selon deux maniéres, ou bien par la voie de

I"analyse ou bien par la voie de la synthése™.

De cet ensemble de recherches et de pratiques que nous venons d’exposer briévement,
il ne restera finalement que la partie qui traite de la sommation de suites finies d'entiers
(somme des entiers naturels, des pairs, des impairs, de leurs carrés, de leurs cubes, de leurs
puissances quatriéme). A ce propos, il faut noter que le théme des séries finies, qui survivra
dans les manuels maghrébins de calcul comme illustration du chapitre de "addition et de la
multiplication, ne semble pas avoir comme origine la seule tradition néo-pythagoricienne. Il
est possible aussi qu’il provienne de deux autres traditions : celle qui se rattache aux
pratiques mathématiques orientales "locales”, antérieures aux traductions, et celle qui
découle des travaux sur la mesure des aires et des volumes par la méthode d’exhaustion,

(plus particulierement 4 travers les travaux de Thabit Ibn Qurra sur |'aire de la parabole et

sur le volume du paraboloide ainsi que ceux d’'Ibn al-Haytham sur les volumes de la sphére,
du paraboloide et du fuseau parabolique)’. Mais, compte tenu du silence des sources
disponibles au sujet de la circulation en Occident musulman des travaux des auteurs que
nous venons de citer, c’est la tradition locale, enrichie de celle de Nicomague, qui a
probablement alimenté les manuels maghrébins qui traitent de ce sujet.

L'Arithmétique euclidienne

2x4+ . +2n—1)%2n
1 #3+ ..+ (2n=3)2n-1)
On trouve également {en notant Sz(n) = P3(1) + ... + P3(im)), les relations suivantes -

PiL) + o+ Pi(n) = (B 2Py(n) et S3(1) + .. + Saln) = (2 + 3)S3m)
33 4 4

La premiére est donnée par Ibn al-Bannd, la seconde n'existe dans aucun ouvrage antérieur an XIV® siécle,

comme 1"avait déja remarqué A8 Saidan (op. cit, pp. 127-128). Elle est intéressante pour la forme de
I'expression du second membre qui pouvait suggérer une généralisation de cette relation. On sait que Fermat
énoncera cette généralisation, en ajoutant :
Festime qu’on ne peut énoncer, sur les nombres, de théoréme qui soit plus beau ou plus général. Je n'ai
ni le temps ni la place d’en mettre la démonstration sur cette marge .
Voir P. Tannery & Ch, Henry : (Euvres de Fermat, Paris, 1894, 1. 111, p.273.
T _ Ibn Mun®im : Figh al-hisah, op. cit., pp. 255-297.
. Op. cit., p. 215,
* - A. P. Youschkevitch : Les Mathématiques arabes (VIIF-XV* sidcles), Paris, Vrin, 1976, pp. 123-131,
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La seconde orientation arithmétique arabe s'inscrit dans le pmlcmgement des livres VII, VIII,
IX des Eléments d'Euclide. Elle a concerné I'étude des nombres premiers et elle a débuté

avec les travaux de Thabit Ibn Qurra (m. 901) sur les nombres amiables™. Elle s'est

poursuivie avec ceux d'lbn al-Haytham, d'al-FarisT et probablement d'autres mathématiciens
dont les écrits n'ont pas encore été exhumés®'. Mais, la seule contribution dont on a trouvé
des traces en Andalus et au Maghreb est celle de Thabit Ibn Qurra. Le texte le plus ancien

qui en témoigne se trouve dans la premiére partie de l'ouvrage que nous allons maintenant
présenter.

Une synthése andalouse du XT siécle
A la fin du XI° siécle, le roi de Saragosse al-Mu'taman Ibn Had (1081-1085) a entrepris la

rédaction d’un traité imposant par son volume et par son contenu, le Kitab al-istikmal [Le

livre de la complétion]. L'importance de cet ouvrage pour [lhistoire de la tradition
mathématique d'al-Andalus et du Maghrel:- a été déja signalée et certains de ses chapitres ont
déja fait I'objet d'une série d'études™

C’est la partie de |'ouvrage consacréc a 'arithmétique qui nous intéresse ici. Elle est
intitulée "La premiére espéce du premier genre parmi les deux genres des sciences
mathématiques, sur la connaissance des propriétés des nombres séparément et en relation
<les uns avec les autres>". Elle précéde quatre autres chapitres qui sont consacrés a la
géométrie et qui composent avec lui le premier genre®

Cette partie est divisée en quatre sections correspondant aux différents points de vue selon
lesquels les propriétés des nombres devaient étre appréhendées et étudiées : des propriétés
intrinséques, des propriétés découlant des nombres, en tant qu'ils sont rapportés les uns aux
autres, ou en tant qu'ils sont semblables aux lignes aux surfaces et aux volumes, ou en tant
qu'ils sont rapportés a leurs parties. Il faut tout de suite préciser, a propos de cette division,

qu'elle n'est pas spécifique au chapitre arithmétique de /'Istikmal.

La premicre section commence par une présentation du systéme décimal suivie dun
ensemble de notions communes, d'axiomes et de définitions. Les notions communes sont

. . 44 . R s on
celles du Livre | des Eléments™. Les axiomes, qui sont au nombre de deux, sont empruntés a

. Deux nombres sont dits amiables si la somme des diviseurs de I'un est égale a l'autre. Sur le contenu de
I'épitre d'lbn Qurra, voir A. 5. Saidan : Kirdh af-o dad al-mutahabba i Thabit ibn Owra, [Livre des nombres

amiables de Thabit Ibn Qurra], Amman, 1977; F. Woepcke : Notice sur une théorie ajoutée par Thabit ben

Kon‘ah a l'arithmétique spéculative des Grecs, Jorrnal Asiatigue, 4% série, Vol. 20 (1852), pp. 420-429,

- K. Rashed : Entre arithmétique et algébre, ap. cit., pp. 227-243, 259.299,

= Woir la bibliographie générale i la fin de cette étm:lu
“. Le second genre devait étre consacré aux applications des outils mathématiques exposés dans le premier
genre. Mais il semble qu’al-Mu'taman n'a pas pu achever sa rédaction. Sur le détail de la table des matizres du

second velume, voir A. Djebbar : La rédaction de IIstikmil d'al-Mu'taman (XI® 5.) par Ibn Sartiq un

mathématicien des XIII*-XIV* siécles, Historia Mathematica, n° 24 (1997), pp. 185-192.

- Huit de ces notions sont une simple reprise de celles d’Euclide. La neuviéme, qui concerne I'égalité
arithmétique, se substitue a celle du Livre [ sur 'égalité géométrique basée sur la coincidence des figures. Elle
est énoncée ainsi

Si deux choses sont telles que chacune d'elles est plus grande que tout ce par rapport 4 quoi l'autre est
plus grande et plus petite que tout ce par rapport & quoi 'autre est plus petite, alors elles sont égales.
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Nicomaque‘*s. Quant aux définitions, elles sont, en majorité, tirées du Livre VII des Eléments
et de I'Introduction Arithmétique de Nicomaque®. Les propositions, elles, sont au nombre de
47. 8§ dentre elles sc-nt une extension de 10 propositions du Livre Il des Eléments au
domaine des entiers'’. L'idée d'arithmétiser les propositions du Livre Il n'est pas nouvelle
dans la tradition mathemathue arabe. On la trouve, en particulier, dans le commentaire d'an-
Nayrizi (IX€-X€ s.) aux Eléments® et dans les Epitres des Ikhwan as-Safa' (X€ s.)*. I1 est
possible qu’al-Mu’taman se soit inspiré de 1'un ou ’autre de ces écrits. En ce qui concerne
l'ouvrage d'an-Nayrizi, aucune source connue ne confirme explicitement sa présente en
Andalus. Ce qui n'est pas le cas des Epitres puisque le témoignage du biobibliographe du
Xle siécle, Sa%id al-AndalusT nous assure que la premiére copie de cette encyclopédie est
arrivée a Saragosse (la ville d'al-Mu'taman) avant 1065, date de la mort du géométre Ibn
Hayy qui I'avait ramenée d'Orient™

Quant aux propositions dont le lien avec les Eléments n'est pas établi, 9 n’ont pas une
t:rngmf: clairement |dent1ﬁt:e et on ne peut avancer que des hypmheses prudentes et
provisoires a leur sujet”™’. Certaines d’entre elles ne semblent étre rattachées & aucun résultat
antérieur connu. Elles peuvent donc avoir été empruntées a des traités mathématiques arabes
qui ne nous sont pas parvenus. Mais elles peuvent étre, tout aussi bien, attribuées a al-
Mu'taman lui-méme qui aurait été amené & les établir pour les besoins de la cohérence
interne de la section, en particulier au niveau de sa structure déductive.

La deuxiéme section du chapitre arithmétique de 'Istikmal commence par des définitions qui
sont, pour la plupart, une arithmétisation de définitions du livre V des Eléments ou une
reprise de définitions du Livre VII ou de celles de Nicomaque. Seules deux définitions n’ont
pas pu étre rattachées 4 des sources connues. En ce qui concerne les propositions, elles

reprennent certaines des Livres VII, VIII et IX des Eléments ou sont une arithmétisation de
résultats établis dans le Livre V pour les grandeurs en général®

*. A1 : La premiére partition par laquelle se subdivise le nombre est quiil y en a qui sont pairs et il ¥ en a qui
sont impairs ; A2 : Tout nombre est soit premier soit composé. Voir W. Kutsch, Kitdh al-Mudkhal g Gim al-
‘adad, op. cit., pp. 19, 29 J. Bertier : Nicomaque de Gérase, Introduction Arithmétique, Paris, Vrin., 1978, pp.
60, 69.
. Sur les 15 définitions, deux semblent avoir é1é ajoutées par al-Mu'taman. 1 s'agit des suivantes: D3 Les
nombres qui se succédent selon l'ordre naturel sont ceux qui commencent par un et qui augmentent par lui. Dg:
On dit que le plus petit nombre nombre le plus grand s'il v a dans le plus grand des exemplaires égaux du plus
etit nombre.
"~ 11 s'agit bien, dans I'esprit d'al-Mu'taman, d'une extension 4 un domaine distinct, car ces mémes propositions
sont énoncées et établies, pour les grandeurs, dans la 1° section de la 2° espéce de son traité,
* . An-Nayrizl : Sharh kitab Uqlidis [Commentaire du Livre d'Euclide], Ms. Leiden Or, 399/1, ff, 25a-31b.
*_ Ikhwan as-Safii' : Rosa'il [Epitres], Beyrouth, édition non datée, Vol. I, pp, 72-75.
. ga%id al-Andalust : Kirgb fabagdt al-umam [Livre des catégories des nations], H. Butalwan (édit.),
Beyrouth, Dar at-tali*a, 1985, p. 172.
I Les propositions restantes peuvent étre regroupées en trois catégories @ 19 d'entre elles correspondent 3 22
?mposnmns du Livre VII et 11 correspondent & 12 propositions du Livre [X.
- La plus importante de ces propositions est celle ob al-Mu'taman établit, pour les rapports d'entiers, une
equivalence entre la définition de la proportionnalité numérique et celle de la proportionnalité des grandeurs

donndées séparément par Euclide dans les Eféments, Voir B. Vitrac : Enclide, Les Eléments, Volume 11, Paris,
Presses Universitaires de France, 1994, pp. 41, 262-268,
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La troisiéme section ne comporte aucune définition. Quant aux propositions, elles sont
reprises exclusivement des Livres VIII et [X des Eléments™. La quatriéme et derniére section

est composée essentiellement des propositions de 1'écrit de Thabit Ibn Qurra intitulé Epitre

sur les nombres amiables™. Les seules modifications qu'introduit al-Mu'taman dans la
rédaction de cette épitre ont consisté & supprimer son introduction, concernant I'histoire des
nombres parfaits et amiables dans la tradition grecque, et a regrouper les propositions 7 et 8
de I'épitre en une seule™.

La circulation du livre d'al-Mu'taman, d'abord en Andalus puis au Maghreb, semble avoir été
4 l'origine de préoccupations relatives aux nombres amiables chez certains mathématiciens

postérieurs au XI° siécle. Le plus ancien parmi les auteurs connus est al-Hassar (XII° s.). Le
second volume, non encoure retrouvé, de son Kitah al-kamil fi [-hisab [Livre complet sur le

calcul] a contenu un chapitre qui traite des nombres amiables™. Seule la table des matiéres
de ce volume a été retrouvée mais, selon le témoignage d'Ibn Mun®im, qui en a cité des

passages dans son Figh al-hisab, al-Hassar utilise I'algorithme d'Ibn Qurra pour calculer,
explicitement, les deux couples (220,284) et (17296,18416)°". On retrouve ce calcul chez al-
(Qadt ash-SharTf (m. 1283), un éléve d'lbn Mun®im, puis chez un auteur anonyme qui semble
étre al-Ghurbi, un commentateur peu connu du fameux manuel d'Ibn al-Banna (m. 1321),

Talkhis a“mal al-hisab [L'abrégé des opérations du calcul]’.

- Sur les 17 propositions de cette section, 12 proviennent du Livee VI et 4 regroupent 10 propositions du
Livee IX. Une seule a été ajoutée par al-Mu'taman. Elle s*énonce ainsi :
5i le rapport de deux nombres n'est pas celui de deux carrés, il n'y a pas entre eux un nombre qui leur
est proportionnel.

* - Les quatre premiéres propositions sont reprises du Livre IX des Eléments. Les 9 restantes correspondent
exactement aux 10 propositions de I'épitre d’Ibn Qurra.

. A moins que la version de 1"épitre d*Tbn Qurra utilisée par al-Mu'taman n"ait pas contenu cette introduction.
1l nous est d'ailleurs parvenu une copie avec introduction (Ms. Paris BN, 2457, ff. 170-180) et une qui en est
dépourvue (Ms. Istanbul Aya Sofva 4830, ff. 110a-122b).

**. M. Aballagh & A. Djebbar : Découverte d'un écrit mathématique d'al-Hassar (XII° s) : le Livre I du Kamil,
Historia Mathematica 14 (1987}, p. 155, Le chapitre en question est intitulé "Sommation des suites de nombres
ayvant un rappori géoméirigue, déferminalion des nombres parfaits, amiables, et duplication des cases de
Féchiguier”.

1. Tbn Mun®im : Figh al-hisab, op. cit., pp. 319-321.

. Le texte de l'auteur anonyme a été édité par M. Souissi qui I'a attribué i Ibn al-Banna. Mais, il parait plus
prudent de l'attribuer 4 un de ses commentateurs. Ce dernier pourrait étre Muhammad al-Ghurb (ca. 1349),

l'auteur de l'ouvrage intitulé Takhsls Glf al-albab ff sharh Talkhfs a mal al-hisab [Spécialisation des hommes de
caeur dans le commentaire de 'Abrégé des opérations du calcul]. En effet, au début de son livre, l'auteur dit,
aprés avoir évoqué les nombres parfaits, abondants, déficients et amiables :
Nous mettons en annexe i la fin du livre ce qu'il est possible <de dire> sur cela, si Dieu le trés haut le
veut, malgré le fait que ces chapitres sont de peu d'atilité dans les sciences, et ¢'est pour cette raison qu'il
[Ibn al-Banna] ne les a pas traités,

Voir Ms. Rabat, B. G. 328 D, p. 240. Or le texte édité par M. Souissi, commence ainsi :

Nous avons promis au début du livre de mettre en annexe, 4 la fin, ce qu'il est possible <de dire> sur ces
quatre chapitres que l'auteur [Ibn al-Banna] a omis et qui sont les chapitres du nombre parfait, de
I'abondant, du déficient et des nombres amiables”.
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L'Arithmétique diophantienne

La troisiéme orientation de |'arithmétique arabe semble également provenir de deux sources
distinctes. L'origine de la premiére n'est pas clairement identifiée. Il s'agirait, 1a aussi, d'un
fond plus ou moins ancienne rassemblant différents types de problémes qui aboutissent 4 des
systemes d'équations. Certains de ces problémes ont été a l'origine d'un chapitre nouveau
consacré a la résolution des systémes d'équations indéterminées dans l'ensemble des entiers

ou des rationnels, comme cela est traité dans le Livre des choses rares en calcul d'Aba
Kamil (m. 930)* et dans le FakhrT d'al-Karaji®,

La seconde source est constituée essentiellement des Arithmétiques de Diophante ou, du
moins, de la partie traduite en arabe. Cette traduction, qui a été réalisée tardivement par
Qusta Ibn Liga (m. 910), a suscité un grand intérét parmi les mathématiciens du X° siécle.
Cet intérét s'est concrétisé dans la publication d'un certain nombre de commentaires sur le
contenu de I'ouvrage réalisés, en particulier, par le traducteur lui-méme®', par Aba 1-Wafa'
(m. 99?)"2 et par 'Ibn al-Haytham®. Malheureusement, aucun de ces commentaires ne nous

est parvenu. A partir de la, différents thémes ont été étudiés : triangles rectangles
numeériques, nombres congruents, décompositions en somme de carrés d'entiers, etc. Parmi
les chercheurs qui y ont contribué, on peut citer Abii-I-Jid, al-Khazin, as-Sijz7 et Ibn al-
Haytham, tous des mathématiciens du XI° siécle™.

Certains problemes retrouvés dans des ouvrages maghrébins des XII°-XIII® siécles laissent a
penser que des écrits de cette tradition orientale, non encore identifiés, ont bel et bien circulé
vers les foyers scientifiques de 'Occident musulman. Mais, on ne peut rien dire de plus dans
I'état actuel de nos connaissances des sources andalouses et maghrébines. Parmi les textes
qui nous sont parvenues, le plus intéressant pour la question qui nous occupe ici est le Livre
d'algébre d'lbn al-Banna (m. 1321). Il contient un ensemble de problémes diophantiens

dispersés dans des chapitres d'algébre classique. On y trouve, en particulier le probléme de la

Voir M. Souissi : Risalar Ibn al-Bannd al-Murrdkusht fi I-a ‘dad at-tamma wa z-zd'ida wa n-nigisa wa I-
mutahdbba [Epitre d'lbn al-Bannd al-MurriikushT sur les nombres parfaits, abondant, déficients et amiables),
Tunis, Publications de 'Université de Tunis, 1976, n°® 13, p. 195.

- Abd Kamil : Kitdb at-tara'if fi I-hisab [Le livre des choses rares en calcul], Ms. Paris B.N. n° 4946, ff. Tb-
10a.

®. al-KarajT : al-Fakhrl, in A. S. Saidan : History of Algebra in Medieval Islam, A Comparative Stucly, Part 1,
Algebra in Eastern Islam, Koweit, 1985, vol, L.

“ - Qusta Ibn Laga : Tafstr i thalath magalat wa nisf min kitab Divafantus ff l-masa'il al-adadivya
[Explication de treis livres et demi de l'ouvrage de Diophante sur les problémes numériques].

- Abll -Wafa' : Tafsir Kitab Divafantis fi l-jabr [Commentaire au Livre de Diophante sur 'algébre]; Kitab al-
bardhin ‘ala l-gaddaya latf sta malahd Divifangis ft kitabiht wa ala ma sta ‘malahi leowa ft t-tafsiv [Livree sur

les démonstrations des propositions qu'a utilisées Diophante dans son livre et qu'il a utilisées lui dans son
Commentaire].

- Selon Ibn AbT Usaybi®a (Uviin al-anba’ fi tabagat al-atibbad’ [Les sources de I’information sur les catégories
de médecins], N. Rida (édit.), Beyrouth, édition non datée, p. S60), il s'agirait d'un commentaire d'Ibn al-
Haytham sur le Livre de Diophante qui aurait été rédigé par son éléve Ishag Ibn Yanis (m. vers 1080},

®_ A, P. Youschkevitch : fes mathématiques arabes, op.cit., pp. 66-69,
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décomposition d'un entier en somme de deux carrés, L'élément intéressant et intriguant, dans
le passage en question, est le fait que l'auteur y évoque les solutions rationnelles du probléme
en affirmant, comme si le résultat était bien connu, que si la décomposition en carrés
d'entiers était impossible, alors il serait impossible de décomposer 'entier en question en
somme de deux carrés de rationnels®. L'histoire de ce probléme particulier, dans la tradition
mathématique arabe, n'est pas connue mais nous savons qu'au XVII® siécle, Fermat a tenté
vainement de le résoudre et que la premiére preuve, utilisant uniquement les outils
classiques de la théorie des nombres, n'a été fournie qu'en 1912°. On trouve aussi dans le
livce d’Ibn al-Banna la résolution, en nombres entiers ou rationnels, d'un ensemble
d'équations faisant intervenir des carrés d'entiers. La forme des problémes et leur résolution

les rattachent 4 un chapitre traité, au X® siécle, par Abt Kamil dans son livre d'Algébre®’.

LES FONDEMENTS DE L'ARITHMETIQUE : LES COMMENTAIRES SUR L'UNITE
ET LE NOMBRE

Parmi les définitions du Livre VIl des Eléments d'Euclide les deux premiéres qui ont trait,
respectivement, aux notions d'unité et de nombre, sont celles qui ont fait le plus réfléchir,
écrire et débattre les mathématiciens et les philosophes de la tradition arabe®®, D'Ibn Stna a
Ibn Rushd (m. 1198), les philosophes des pays dlslam ont consacré de longs
développements a4 la fois & l'wn "ontologique" et & l'um “malhérnatique“"’g. Ces
développements n'ont pas laissé indifférents les mathématiciens qui ont diversement réagi
aux propos de leurs collégues philosophes, méme si ces derniers étaient unanimes pour dire
que le traitement de ces questions n'étaient pas du ressort du mathématicien mais du
philosophe seul.

Pour nous limiter au domaine de 'arithmétique, il nous faut d'abord citer les définitions et les
éventuels commentaires de quelques auteurs dont les textes ont circulé en Occident

musulman. Dans leur encyclopédie, les Ikhwin as-Saf3’ disaient, a propos de 'unité :

L'un au sens propre est la chose qui n'a pas de partie du tout et qui ne se divise pas. Et tout ce qui ne se
divise pas est un de ce point de vue-la selon lequel il ne se divise pas. Et si tu veux, tu peux dire : l'un est
ce qui ne contient pas autre <chose> que lui, en tant qu'il est un. Quant A I'un par convention, c'est tout
ensemble qui est dit un, comme lorsqu'on dit une dizaine, une centaine, un millier. Et l'un est un par
I'unité comme le noir est noir par la noirceur et l'unité est un attribut de 'un comme la noirceur est un
attribut du noir”,

®. Ibn al-Banna : Kitab al-usdl wa l-mugaddimat fi |-jabr wa l-muqgabala [Livre des fondements et des

préliminaires de l'algébre et de la mugdbala), A. Djebbar (édit.) : Mathématiques et Mathématiciens du
Maghreb médiéval (IX®-XVI® siécles) : Contribution a4 l'étude des activités scientifiques de I'Occident
musulman, Thése de Doctorat, Université de Nantes, 1990, Vol. II, pp. 63-64, 86-91.

*. A, Weil : Number Theory, an Approach through history from Hammurapi to Legendre, Boston, Biekhiiuser,
1983, pp. 292-295,

7. Abd Kamil : Kitah al=fabr wa {-mugdbala [Livre de la restauration et de la comparaison], Ms. Istanbul, Kara
Mustafa Pasa n® 379, ff. 79a-94b.

*. Dy : Est unité ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une"; D, : "Et un nombre est la multitude
compasée d'unités. Voir B, Vitrac : Euclide, les Eléments, op. cit., Vol, 2, Pp- 247-251.

- M. Mesbahi : L'un entre laccident et l'essence : d'Ibn Sind a Ibn Rushd, Actes du 3° Colloque maghrébin,
op. cit., pp. 73-91.
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En ce qui concerne le nombre et sa relation avec l'un, ils écrivent ceci :

Quant & la pluralité, ¢'est un ensemble d'unités. Et 'un qui est avant deux est le fondement du nombre et

son origine, et de lui s'engendrent tous les nombres, les entiers et les fractions, et en lui ils se

décomposent™ ™,

Dans sa paraphrase abrégée des Eléments d'Euclide qu'il a insérée dans son célébre corpus
ash-Shifa’ (et qui a circulé a la fois en Andalus et au Maghreb), Ibn 5Tnd, substitue a la
formulation d'Euclide la suivante qui n'en est pas trés éloignée :

L'unité est ce par quoi toute chose est dite une” et il y ajoute le petit commentaire suivant : "et ¢'est la

signification du fait que la chose n"admet pas la division par l'intellect”. Quant au nombre, il est pour lui

"un ensemble composé d'unités"”",

La troisiéme référence orientale, connue des scientifiques d'al-Andalus, est celle du
mathématicien du XI° siécle Ibn al-Haytham dont deux ouvrages importants traitent du

contenu de Eféments d'Euclide sans en étre de simples commentaires. Le premier, Sharh

Musdadarat Uglidis [Explication des prémisses <des Eléments> d'Euclide] est, comme son
titre l'indigue, consacré a des commentaires et 4 des développements sur les axiomes, les
postulats et les définitions des Eléments. Le second est intitulé Hall shukik Ugqlidis

[Résolution des doutes sur <les Eléments> d'Euclide]. Dans ce dernier ouvrage (qui était
épalement connu au Maghreb au XIV* siecle)’™, Ibn al-Haytham se distingue nettement des
philosophes en incluant I'wn mathématique dans l'ensemble des nombres. Il commence
d'abord par signaler que, parmi les mathématiciens, certains avaient douté de la validité des
deux définitions d'Euclide et lui avaient reproché de traiter I'unité comme un nombre, dans
certaines de ses propositions, alors qu'elle ne 'est pas selon sa propre définition du nombre™.
Puis il dit :
Il est possible de définir le nombre & l'aide d'une définition dans laquelle entre 'un et le deux et ce en
disant : le nombre c'est 'unité et ce qui résulte de sa répétition”, en ajoutant & l'adresse de ceux qui
pourraient lui reprocher d'avoir transgressé, dans sa définition, les régles élémentaires de la Logique :
"Mous avons déja évoqué cette notion dans I'Explication des prémisses et nous avons argumenté i

propos de sa validité, Et nous avons également expliqué (...) que nous entendons, par "définition”, le

propos qui exprime Iidée et non ce que désignent ceux qui se disent philosophes"™,

[l semble que ce soit la position d'Ibn al-Haytham qui ait été adoptée par des mathématiciens
d'al-Andalus. Au XI° siécle, al-Mu'taman (m. 1085), tout en reprenant la définition du
nombre en terme de multitude, n'en exclut pas l'unité puisqu'il dit : "/ y a douze termes pour
les nombres, dont neuf pour les unités et trois pour les dizaines, centaines, milliers"”. Plus
tard Ibn Mun®im, s'inscrivant dans la démarche de son prédécesseur (auquel il se référe
souvent d'ailleurs) incluait un dans les nombres sans éprouver le besoin de le justifier’™.

. Ikhwina as-Safa* : Rasa'il [Epitres], op. cit., Vol. I, pp. 49-50.

"' Tbn Std : Kitab ash-Shifi, Usul al-handasa [Le Livre de la guérison, Les fondements de la Géométrie], A.
L. Muzhir (édit.), Cairo, 1975, p. 211,

" 1bn Haydir : Tuhfat at-milab, op. cit., f. 71a.

. En particulier dans la proposition 20 du Livee VI et dans la proposition 35 du Livee LY,

" Ibn al-Haytham : Kitab hall shukak Uglidis [Livre de la résolution des doutes <sur les Eléments>
d'Euclide], Ms, Istanbul, B. Université 800, fac simile (F. Sezgin édit.), Frankfurt, 1985, p. 291.

- Al-Mu'taman : Kitdb al-istikmdl, ms. Le Caire, Dar al-kutub, n® 40 m, f. 1b.

" Tbn Mun®im : Figh al-hisab, op. cit., p. 216.
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Au Maghreb, les débats vont commencer (ou reprendre) semble-t-il avec la publication de
l'ouvrage (non encore retrouvé) d'un éléve d'Ibn Mun®im, al-Qadi ash-Sharif (m. 1184) qui

aurait critiqué les définitions d'Euclide. Son éléve, Ibn al-Banna réagit alors en ces termes,
dans un ouvrage de jeunesse qui ne nous est pas parvenu :
L'un est un nombre en puissance et non acte et ¢'est ce qui est acceptable pour moi et c'est ce gu'a adopté
Euclide (...). Et avec cela est écartée 'objection opposée & Euclide par notre maitre, le professeur Abn
“Abdallah ash-Sharff"”. Dans un livre probablement postérieur, il revient & la charge en affirmant que

"l'un numérique n'est pas un nombre par son essence parce qu'il est la cause du nombre et le nombre est
causé par lui. Et la cause n'est pas <issue> du causé. L'un n'est donc pas un nombre"™. Dans son manuel

le plus célébre, le Talkhis [L abrégé] (qui va dominer l'enseignement des mathématiques au Maghreb
jusqu'au XVle siécle au moins), il s'abstient de définir I'unité et se contente de le faire pour le nombre en
reprenant la formulation du philosophe Ibn Sa™,

Son silence & propos de l'unité et son affirmation, dans le méme manuel, que "le nombre
s'aceroit jusqu'a l'infini", vont lui valoir un certain nombre de critiques de la part de
mathématiciens de son époque. Leurs successeurs se sont d'ailleurs fait un plaisir de les
répertorier et de les commenter. C'est probablement le nombre et la sévérité de ces critiques
qui ont poussé Ibn al-Banna a rédiger un important ouvrage, le Raf® al-hijab [Le lever du
voile], dans lequel il réexamine la question de l'unité et du nombre mais, cette fois, avec des
arguments empruntés a la philosophie. Il n'hésite pas, en effet, a citer des paragraphes entiers
tirés du Kirgb ash-Shifa' d'Ibn STnd, sans jamais nommer son auteur™. Clest également

l'occasion pour lui d'adopter une position intermédiaire 4 propos du statut de l'unité en
distinguant deux situations, I'une ol elle peut étre considérée comme un nombre et 'autre oll
elle ne l'est pas®'.

Aprés Ibn al-Bannd, le débat va se poursuivre et nous en avons quelques échos dans
certains commentaires du Talkhis. Al-GhurbT (ca. 1349) signale une définition d'un

mathématicien (qu'il ne nomme pas) et selon laquelle "le nombre est une quantité qui se
multiplie" mais il lui préfére celle-ci : "le nombre est une quantité discréte ordonnée" et il ne

- Tbn Qunfudh : Hait an-nigab ‘an wujah a mal al-hisab [L'abaissement de la voilette sur les opérations du
calcul], Ms. Rabat B.G. 1678D, p. 88.
. Ibn al-Banna : al-Arba “maqgaldt [Les quatre épitres], Ms. Rabat B.G 94H, p. 528.

" M. Souissi : fbn al-Bannd’ al-Murrdkushi, Talkhls a mal al-hisab [Ibn al-Banna de Marrakech, L abrépé
des opérations du calcul], Tunis, Publications de 'Université de Tunis, 1969, pp. 41-42,
. M. Aballagh : Les fondements des Mathématiques & travers le Raf* al-hijab d'Ibn al-Banna (1256-1321).

Actes du 1% Colloque Maghrébin sur 'Histoire des Mathématiques Arabes (Alger, 1-3 Décembre 1986), Alger,
Maison du livre, 1988, pp. 133-156.

1. Le un, s'il est considéré en tant qu'il est composé d'unités -comme lorsquon dit de quinze qu'il résulte
du produit de cing par trois-, <alors> chaque unité de trois est cing et chaque unité de cing est trois. Et,
comme chaque nombre est un nombre unique, le un est done composé d'unités et, de ce point de vue,
c'est un nombre. Avec cela, Fordre des unités est constitué de neuf nombres et non de huit, et les noms
simples des nombres sont au nombre de douze et non de onze. Et s'il est considéré du point de vue de
son unicité et de sa singularité, sans qu'il y ait, 14, considération d'une autre nature, il est alors l'unité
méme qui est le principe du nombre, c'est & dire celle qui est telle que, si on lui ajoute une autre <unité=,
leur somme devient un nombre et, dans ce cas, I'un n'est pas un nombre. Ainsi, tout nombre est un mais
un n'est pas un nombre,

Voir M. Aballagh : Raf™ al-hifab d'fbr al-Bannd, op. cit., p. 479,
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dit rien sur la définition du Falkhis qui est pourtant l'objet de son livre™. Al-Muwwahid (ca.
1354) critique la définition du nombre d'Ibn al-Banna pour deux raisons, d'abord parce que,

selon lui, elle n'est qu'une description du concept (et non une véritable définition au sens
aristotélicien), ensuite parce qu'elle exclut les fractions®.

De son coté, Ibn Qunfudh (m. 1406} se contente de rapporter d'autres définitions pour
montrer qu'il n'y a toujours pas, & son €poque, unanimité sur celles données par Ibn al-

Banna™. Mais I'intervention la plus vigoureuse sur ce théme vient d'Ibn Haydar (m. 1413)
qui, & propos de la définition de I'unité, reprend 4 son compte celle des lointains Ikhwan as-

Safd du Xe siécle. Il exhibe également des arguments philosophiques, révélant d'ailleurs au
passage, et contrairement & ce que l'on avait admis depuis longtemps, que 'cuvre d’lbn
Rushd (Averroés) (m. 1198) a eu des lecteurs au Maghreb. En effet, c'est avec des arguments
puisés dans les Jawami © ma ba “d at-fabf ‘a [Recueils sur la Métaphysique] du philosophe de

Cordoue qu'il critique ceux d'Ibn Sina relatifs a I’unité®.

W W

2. Al-GhurbT : Takhsts dla -albab Ji sharh Talkhis a mal al-hisab [Commentaire pour I'élite de "dbrégé des
opérations du calcul], Ms. Rabat B. G. n® 328 D, pp. 241-240.

B Al-Muwahidi : Taksil al-mund ff shark Talkhis Ibn al-Banna [L'exaucement du souhait dans I'explication de
F'Abrégé d'Tbn al-Bannd], Ms. Rabat B. G. n® 1081 G, f. 12b.

B Y. Guergour : al-A ‘mal ar-riyyadivya li Ibn Qunfudh al-Qasantint {m. 81071 407) [Les écrits mathématiques
d'Ibn Qunfudh al-Qasantint {m. 810/1407)], Magister d'Histoire des Mathématiques, Alger, Ecole Normale
Supéricure, 1990,

% . M. Aballagh : al-Fikr ar-riyyads Ii 1bn Haydir at-Tédilf [La pensée mathématigue d'Ibn Haydar at-Tadili],
Actes du 3° Colloque Maghrébin, op. cit., partie arabe, p. 13. Sur l'ensemble de la question, voir A. Atmani
Falsafal ar-riyvadiyydt ‘nda Ibn al-Bannd al-Murrdkush wa shuredbuhl al-maghdriba [La philosophie des
mathématiques chez Ibn al-Banna de Marrakech et chez ses commentateurs maghrébins], Mémoire de DL E. 5.
en philosophie, Rabat, Faculté des lettres et des sciences humaines, 1999,
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